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B24 - Transformée de Fourier
* Séries de Fourier : spectres d'amplitude et de phase

Une fonction périodique de pério@iede pulsatiorw = 21T, de fréquenc& = 1/T, est
décomposable en une somme de fonctions sinusoidales appelée "Série de Fourier" :

Y(t)= <y>+> Y sinRmFt+¢,)
n=1
On appelle :
- valeur moyenne, ou composante continue, la composante de fréquence all)e & >
- harmonique de rang la composante de fréquerfce nF : y,(t) = Y, sin(2mFt+ ¢,)

- fondamental, I'harmonique de rangyi (t) = Y1 sin(2t+t + ¢,)
L'amplitude et la phase des harmoniques sont fonctionsdiac de la fréquendeOn les

calcule a l'aide des relations suivantes :
Yn sin (2QmFt + ¢p) = A, cos(2mFY) + By sin(2mFY)

2 L
A = ?J'(T)y(t)cos(ZmFt)dt (partie réelle)

2 . . .
B, = ?I(T)y(t)sm(ZTrnFt)dt (partie imaginaire)

Ao

1
Yy =<y>= — t)dt =—
0 =<y>= [ yQd ==

On appelle :
Y(f) :{Yn} = %/Aﬁ + Bﬁ% (spectre d’amplitude = suite des amplitudes)

0 C
o(f)= {¢n} = Etarctg%% (spectre de phase = suite des phase)

La représentation fréquentielle ou « spectrale » d'un signal périodique, c'es¥@-eirg(f), est
le corollaire, dans l'espace des fréquences, de la représentation tenyfiprelds quantitégy, et B,
sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire du spectre.

Propiéteés :

1°) Pour un signal périodique, cette représentation est discréfeetd(f) ne sont définis que
pourf multiple de la fréquende du signal { = nF). Ces spectres sont dits "spectres de raies".

2°) Cette représentation est finie ou infinie :
-Ex. 1 : signal carré : un signal présentant des discontinuités a un spectre constitué d'une
infinité de termes (les termes du spectre d'amplitude d'un signal carré varient céjnme 1/
-Ex. 2 : Le signal proposé dans I'exemple qui suit (péfiiceigale a 1s, soib = 2t rad/s) est
une somme finie de 5 termes :
y(t) = 0,5 + sint) + 0,8.sin(20t+174) + 0,4.sin(8xt-3112) + 0,2.sin(4t+172) + 0,1.sin(Hot-173)
Sa représentation temporelle et son spectre sont :
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3°) (cf cours de mathématiques) : symétries
y
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ﬂl". .3' ' Fonction impaire y(t) =

A spectre de phase ¢(f)

2F -3F 4F |5F

Fonction paire y(t) =y(-t) O ¢(f) = £ /2 quelque soih

—y(=t) O ¢(f) = 0 outt quelque soih

Symétrie demi-ondey(t) = —y(t + T/2) 0 pas d’harmoniques de rang pair
(cas fréquent dans I'étude des signaux électriques usuels)
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 Spectre de puissance

On cherche la décomposition en fréquence de la valeur efficace vraie du signal. On montre que I
puissance contenue dans le signal est la méme que la puissance contenue dans le spectre (théoré
de Parceval). Soit, en termes de valeurs efficaces :

+0o
2 _1 2 2 2 Y,
Yeit == [y (O)-dt = <y>"+) Yoep  AVECYep =—=
T (1'[) nZl \/E
ou Yefs est la valeur efficace vraie du signal compositesuite {s> \fneff} est appelée spectre
de "puissance".
Remarques :
1°) il s'agit en réalité du spectre des valeurs efficaces, le spectre de puissance s'en déduisant a

facteur prés (R par exemple dar3= Uzeff/ R).

2°) la valeur efficace vraie du signal composite est donc égaig;a= ‘/< y >2 +Yfaﬁ + Yzzeff +...
Cette relation étend a un nombre quelconque de composantes la formule de la valeur efficace vr

d’un signal périodique (cf 8 A14)Yy = ‘/YDCZ +YA2C

On indique ci-dessous l'allure de ce spectre pour le signal présenté précédemment.
n 0 1 2 3 4 5

aneff 0,25 0,5 0,32 0,08 0,020,005

F 3F 4F SF

» Séries de Fourier en notation complexe

. . eX 4 iX . elX — g7k - iB
A partir des relationsosx = — et sinx = 2—1 on pose Y(nF) =Y, :%

Il vient :

+00
y(t)= 3 Y,em

n=—oo0

qui est la décomposition g&) en une série complexe oly><= Yy, sans changement, et :

ol =2+

v 1 - j2rFt
\_((nF)—\_(n—TJ'(T)y(t).e dt avec éArg(Yn):_&
- An

Les spectres de phase et d'amplitude se déduisent donc des coelfigiamties relations :
Y(f) = {2 [Ynl} avecY(0) =<y>=Yo
o() = {- Arg(Yn)}

On indigue ci-dessous le graphe de la foncti@f)| |(avec toujourf= nF). Noter les différences
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entre cette représentation effectuée a partir d'un calcul en nb complexes et le spéffye pél:
- le spectre d’amplitude est divisé par deux (sauf la composante continue) ; le spectre de phase
est 'opposé du spectre réel.
- cette représentation complexe introduit des fréquences négatives !
( Dans I'emploi d’'un analyseur de spectre, il est important de savoir quel est le type de
représentation que celui-ci fournit !)
spectre d'amplitude |¥n (7

walelur moyenne 4 amplitude des harmoniques
ans change ment 41 _ divisée par deux
-\-\--\"“-—\._\_\_\_— -.--.___,.-
il 0,5 r
1 1 I | | | I 1 1 -
-5F -4F -3F -ZF -F O F ZF 3F  4F  5F

fréquences < 01 -eo < n < +0a)

« Signaux quelconques : spectre continu
On étend les résultats qui précédent au cas des signaux quelconques, définisocke +o0. De
tels signaux, non périodiques, ont un spectre continu complexe défini é@ a +eo lié au signal
par les relations suivantes :
“+00 . +o00 .
Wt = Y YR Lyt = [y (f)e! Mo
n=-—o0 —00
l ] +00 .
Y(F) =2 [y 2 - y(t) = [y 2 g
Ces relations sont appelées respectivement "Transformation de Fourier inverse"
"Transformation de Fourier". Signal et spectre sont transformés I'un de l'autre.
Tout se passe comme si I'on calculait la décomposition en série de Fourier d'un signal dont
période tendait vers l'infini : les raies du spectres sont de plus en plus rapprochées, jusqu'a forr
un graphe continu

» Fenétrage (windowing) : "périodisation” du signall échantillonnage du spectre

Que ce soit au moyen d'un outil de calcul (ordinateur) ou d'un appareil de mesure (analyseur
spectre), on ne peut observer un signal que sur une durée finie. Cela entraine une limitation (
bornes des intégrales précédentes a la dudebservation. Tout se passe alors comme si le signal
réellement observé était périodique de péribde

fenétre d'obserwvation

wit) r/_\_/\_/\ LAY ’/

o T t 0 T 2T aT

discontinuité apparente

signal réel signal apparent



G. Pinson - Physique Appliquée Transformée de Fourier- B24 /5

Conséquences :

1) On constate que le choix de la fenétre d'observation est important : il y a un risque de perte
d'information si on choisit une durée d'observation trop courte ou si la fenétre est mal positionnée
par rapport au signal.

2) D'autre part, le signal apparent étant périodique de péfiddecalcul du spectre renvoie au
calcul d'une série de Fourieil ne peut fournir qu'un spectre de raies, dont la précision (écart entre
2 raies) vaut :

O =1T

3) Le fenétrage peut introduire une discontinuité dans le signal observé, qui n'existe pas en réali
(cf fig. ci-dessus), ce qui entraine une déformation importante du spectre vers les hautes fréquenc
Pour atténuer ce phénomeéne, on multiplie souvent le signal observé dans la fenétre par une foncti
dite « de pondération » qui « adoucit les angles », la plus simple étant la fonction triangulaire :

ST X NN = 0
—

« Echantillonnage (sampling) du signdll "périodisation” du spectre

Pour pouvoir effectuer un calcul de spectre, il faut en réalité I'echantillonnef&oitaleur du
pas d'échantillonnage. Si I'on appdllée nombre d'échantillons temporels relevés pendant la durée
d"observatiof, on a la relation T = N.Te

On a vu ci-dessus qu'une périodisation du signal (par fenétrage) entraine un échantillonnage du
spectre (spectre de raies). Réciproquement, on montre (voir compléments ci-dessous) qu'un
échantillonnage du signal entraine une périodisation du spectre :

signal quelconque [0 spectre continu
F 3
b N
A .
signal fenétré ou périodique [0 spectre échantillonné (spectre de raies) Af=1/T
I
i .
— Ll
- LI—
T F
signal échantillonné [0 spectre périodique 2fnax= 1Me
Te“_ . /\fmax +fmax/\ >
signal fenétré et échantillonné [0 spectre périodique et échantillonné

3
Al ] T
I

En résumé, on indique ci-dessous les relations fondamentales entre les principaux parametres
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I'analyse spectrale numérique. Il existe cing parameied’; Te , Af et fmax li€s entre eux. Le choix

de deux d’entre eux fixe la valeur des trois autres.

-~
// / ‘ Af
T RENR N
e < > fmax
y y 2 fmax
T=N.Te 2 fmax = N.Af

\ )

2 fmax= UTe

* Théoréme de Shannon

De ces relations on déduit :

Cela constitue une démonstration dans le domaine des fréquences du théoreme de Shannon (c

B15)

Conséquence pratiquesi le signal échantillonné comporte des fréquences supériebigds a
chaque période du spectre « déborde » sur la suivante, et 'analyseur fournit la somme des
différentes composantes spectrales. Tout se passe comme si le spectre était « replié » a la fréque
F/2 (voir figure), ce qui entraine des erreurs importantes.

A spectre “replié” = spectre 1 + spect
~— >
0 fmax
spectre spectre

Pour éviter ce phénoméne il faut utiliser, comme dans tout systéme numérique (cf 8 B17), un
filtre passe-bas de bande pass&@ig, dit filtre « anti-repliement ¢anti-aliasing) placé en amont

de l'analyseur, pour empécher que les composantes de haute fréquence ne viennent perturber

'analyse.
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* Relation fondamentale

La transformée de Fourier d’'un produit de convolution est égale au produit des transformées de
Fourier (et réciproquement).

Application: le principe du filtrage repose donc sur I'équivalence suivante :

y(t) =h(®)*x(®) < Y() =H() . X

ou h etH sont respectivement la réponse impulsionnelle et la transmittance du filtre. En
traitement numeérique des signaux, une méthode de synthese des filtres, tres utilisée, découle de ¢
relation. Etant donnée une certaine fonction de traridfdgsirée, on calcule par transformation de
Fourier inverse sa réponse impulsionnelle, dont la suite des valeurs numériques n’est autre que la
suite des coefficients numériques du filtre RIF a synthétiser (cf § B23).

kkhkkkkkhkhkkkhkhkhkkkkhkxk*x COMPLEMENTS *kk*kkkkhk*rkKkkhkhkhKhkkhkhkk*k*k

« Calcul du spectre d'un signal échantillonné par transformation de Fourier discréte (TFD)

j 21—

Sachant qu&e = T/N = INF, et en posanW\?k =e N

+00 . +oo
yn(KTe) = 3 Y(nF)e?™KTe = v (nF)wi
n=-oo n=-o
On est ramené, dans le calculdsf), d'une intégrale a une série :
1Nt jomrkt, _ LN nk
Y(nF) =— KTo).e” e =— KTe)WN
(nF) =3 IgO)/rl( e)-€ N kgOYH( e) W
La fonctionyn (kTe) comprendN valeurs, pouk = 0,1,...,N-1. On pourrait croire que la fonctioffnF) comprend

une infinité de valeurs, pouar= -x,...,-1,0,1,...,+#0. En réalité, a cause du facteur imaginaire\Wurcette fonction est
périodique, de périodeF :

—j2nk(n+N) —jZHE . —j2nﬁ

V\{\I(n+N)k —e N —e N le—12nk —e N — W[\Ink

- i ON O | N
Elle ne comprend donc qievaleurs distinctes, espacéeddéee fin = _E'E —1%1: a fmaX:?F .

Remarque : cette derniére relation n’est autre que I'expression du théoréme de ShannorF, sabimavecT =
N.Te et Te = 1F¢ (la fréquence d’échantillonnage), il vierfax = Fd/2.

Exemple : spectre d'amplitude ae 8 :

—(Hiz-1) (N/2)

—

N.F
Comme la fonctiofy, est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées, on n'obtient en rédlitg galeurs

réellement exploitables, qu'il faudra multiplier par 2 (sauf la composante continue) pour obtenir le spectre d'amplitude
Les relations qui découlent des considérations précédentes sont finalement :

1 N-1 Crk
Yn(nF) =N > yn KTe)Wy
K=0
N -1 »
yn(KTe) = > Yn(nF) Wy
n=0

Elles définissent respectivement la transformation de Fourier discréte (TFD) et son inverse.

En jouant sur les propriétés de symétrie des facliren a mis au point un algorithme de transformation de
Fourier rapid€Fast Fourier Transform : FFT)qui est communément utilisé dans les programmes d'analyse spectrale.



	B24 - Transformée de Fourier

